
数学散歩　Ⅴ‐4 ２０１６．１０．β 岐阜市　村山錞司

―　数学教養書の中から　―

「青春の日の数学セミナー　中沢貞治（現代数学社）」（その４）

ご感想やご意見、間違いのご指摘などあれば、お聞かせください。

「Ｔｏｐｉｃ ４　ピタゴラスの数」

(「ピタゴラスの数」(数学小辞典)：直角三角形の３辺の長さとなりうる三つの整数の組をいう。

　 …一般に、m、n (m＞n＞0)を整数とするとき で与えられる三つの数)
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x、y は t2 - 2kt + nk = 0 の２根

t = k ± √k2 -nk t は整数だから、 k2 - nk = h2 (h は正の整数)

n ± √n2 + 4h2
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k は整数だから、n2 + 4h2 = m2 (n、2h、m はピタゴラスの数になる。)

(B) n が奇数のとき、n2 + (2h)2 = m2 を満足する正の整数 h、m を求めよ。

(A) から (B) がでてきたが、(A) は解決済みだから、(B) も解ける。

＜(A) について整理＞ 前回の「Ｔｏｐｉｃ ３　エジプトの分数」から

n = ab (a、b は互いに素)とすると n2 = a2b2 ((1,a2b2)、) (a2,b2)

より次の固有解(n、x、y が共役数をもたない)が得られ、n の約数による非固有解も得られる。

本に (1,a2b2) についてはない。

((a2,b2) で代替？)

＜固有解と非固有解＞

(B) の n2 + (2h)2 = m2 で、n、2h、m の間に１以外の公約数のがない解を固有解、そうでない

 解を非固有解という。

(A) の固有解から (B) の固有解が出る。

 　a、b が互いに素 ((A) の固有解のとき) なら、ab 、(a2-b2)/2 、(a2+b2)/2  の３つは

 １以外に公約数をもたないことを示せばよい。

(a2-b2)/2 と (a2+b2)/2 に公約数 c があるとすると、

(a2-b2)/2 = cu 、 (a2+b2)/2 = cv (u、v はともに整数)

a2 = c(u+v) 、 b2 = c(v-u) c は a2 、b2 の公約数となり、c = 1 で不可。

(A) の非固有解から (B) の非固有解が出る。（証明等は略）

（例） n = 15 = 3×5 (a＞b として) (a,b) = (15,1)、(5,3)

固有解

より、152 + 1122 = 1132 より、152 + 82 = 172

非固有解 (a,b) = (5,1) ×3 (3,1) ×5

52 + 122 = 132 (×3) 32 + 42 = 52 (×5)

より、152 + 362 = 392 より、152 + 202 = 252

(2ab)2 + (a2 - b2)2 = (a2 + b2)2 …(β) 

が得られるが、n = 2ab とすると奇数でなくなり困った。どうすればよいか。

冒頭でふれたように、(β)の左辺をを入れ替えて (a2 - b2)2 + (2ab)2  = (a2 + b2)2 …(β) 

  が一般に「ピタゴラスの数」といわれる。

(解） n = a2 - b2 = (a + b)(a - b) = u・v (u＞v＞0) とすればよい。
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(k は正の整数)とおける。

k2 -nk - h2 = 0
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より、 ( ± は k＞0 より + のみ) k =

m2-n2 m2+n2

＜問題と考察など＞
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a + b = u、 a - b = v …(1) n が奇数であれば、u、v ともに奇数で、

(2) より、

a、b は整数になる。

◎ a、b が互いに素 ⇔ u、v が互いに素

（∵ 対偶 a、b に公約数あり ⇔ u、v に公約数あり）

(本から）・・・すると、 n2 + (2h)2 = m2 の解は

n  = u・v = (a + b)(a - b) = a2 - b2

で、これから  (a2 - b2)2 + (2ab)2  = (a2 + b2)2 となります。 ・・・

（私の個人的感想） ２重下線の部分が突然出てきてビックリ！！（本当は逆じゃないか？）

頭が固くなったせいか、サッパリ理解できない。次は私なりの解釈です。

⑵を（β）に代入して左辺の２項を入れ替えれば、

(例） n = 21 のとき

（本の答（原文のまま））

固有解

21 = 52 - 22 から a = 5、b = 2 で、 212 + 202 = 292

21 = 112 - 102 から a = 11、b = 10 で、212 + 2202 = 2212

非固有解

 3 = 22 - 12 から a = 3、b = 1 で、 212 + 282 = 352

 7 = 42 - 32 から a = 4、b = 3 で、 212 + 722 = 752

（前に記したことと同様、この答がよく理解できなかった。次は私の答です。）

（（β）のやり方で）

固有解

n = 21 = u・v = (a + b)(a - b) (u＞v＞0) (u,v) = (21,1)、(7,3)

u = a + b = 21、v = a - b = 1 で (a,b) = (11,10) n = 21 = 112 - 102

 (112 - 10)2 + (2・11・10)2  = (112 + 102)2 → 212 + 2202 = 2212

u = a + b = 7、 v = a - b = 3 で (a,b) = (5,2) n = 21 = 52 - 22

 (52 - 2)2 + (2・5・2)2  = (52 + 22)2 → 212 + 202 = 292

非固有解

n = 21 = 7・3 = 7・n'、n' = 3 =  u・v = (a + b)(a - b) 、(u,v) = (3,1)

u = a + b = 3、 v = a - b = 1 で (a,b) = (2,1) n' = 3 = 22 - 12

 (22 - 1)2 + (2・2・1)2  = (22 + 12)2 32 + 42 = 52 (×3) → 212 + 282 = 352

n = 21 = 3・7 = 3・n'、n' = 7 =  u・v = (a + b)(a - b) 、(u,v) = (7,1)

u = a + b = 7、 v = a - b = 1 で (a,b) = (4,3) n' = 7 = 42 - 32

 (42 - 32)2 + (2・4・3)2  = (42 + 32)2 72 + 242 = 252 (×3)→ 212 + 722 = 752

(参考)（α）のやり方で  n = 21 = 7×3 (a＞b として) (a,b) = (21,1)、(7,3)

固有解

より、212 + 2202 = 2212 より、212 + 202 = 292

非固有解 n = 7・3 = 7n'、n'= 3・1 n = 3・7 = 3n'、n'= 7・1 

(a,b) = (3,1) (a,b) = (7,1)

より、32 + 42 = 52 (×7) より、72 + 242 = 252 (×3)

→ 212 + 282 = 352 → 212 + 722 = 752
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