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第二部 一般的方法に向かって

第１５章 推測と科学的方法

本文は、ヘロンの公式やオイラー標数を例に、考察、分析をいろいろ記述。

＜第１５章の例題と注釈＞

　第一部(15.1～15.20 略) 第二部(15.21～15.40) 第三部(15.41～15.55)　から

15.27 球の半径 r が与えられているとき、その球に内接する立方体の体積を計算せよ。

（略解） 立方体の対角線が、球の直径になるから、立方体の一辺の長さを a とすれば、

3a2 = (2r)2、 a2 = (4/3)r2 、 a3 = (8√3/9)r3 (答）

15.28 半径 r の球を地球と考えよ。赤道に一つの正六角形を内接させ、その六頂点と、北極と南

極とは、一つの複角錐の八頂点になる。体積を求めよ。

（略解） 正六角形の中心と一辺とを結ぶ一つの正三角形の面積は、

(1/2)r・(√3/2)r = (√3/4)r2 より、 正六角形の面積は、 (3√3/2)r2

上、下の高さ r の二つの角錐だから求める体積は、 (2/3)r・(3√3/2)r2 = √3 r3 （答）

15.29 半径 r の球に外接する正八面体の体積を求めよ。

（略解）（図参照） 球の中心を O 、A、B、C は正八面体の三頂点で△ABC は正三角形。

ｚ 底面が正三角形で、頂点が原点 O の三角錐で正八面体を八等分する。

A AO = BO = CO 、AO⊥BO⊥CO⊥AO、対称性から原点 O から平面ABC への垂

ｙ 線の足 G は△ABC の重心になり、AG と BC との交点は BC の中点になる。

G C AH = h とする。 BC = 2h / √3、 △ABC = h
2
 / √3

H 次に、 OG2 = AG・HG 、OG = r、AG = 2h/3、HG = h/3 より、r2 = 2h2/9

O r2 = 2h2/9 ∴ h2 = 9r2/2 より、 △ABC = 3√3 r2 / 2

B ｘ よって求める体積は、8・(1/3) ・(3√3 r2/2)・r = 4√3・r3 （答）

15.30 正六角形の底をもつ一つの直角柱が半径 r の球に外接している。その球を地球と考える。

 角柱の表面は、赤道上に一様に配置された六点と、北極および南極とにおいて、その球に接する。

 この角柱の体積を計算せよ。

（略解） 赤道の上を囲む正六角形の面積は、6・(1/2)・(2r/√3)・r = 2√3r2

また角柱の高さは 2r だから求める体積は、 4√3・r3 （答 前問と同じ）

15.36 次を解き、すべての解を与えよ。

2x2 - 4xy + 3y2 = 36

3x2 - 4xy + 2y2 = 36 非十分理由の原理についてはどうか？

＜非十分理由の原理＞（本文から、「適格な可能性が幾つもあり、その中から一つを選ぶ十分な

 理由がないときは、どの一つもえこひいきすべきではない。」・・・？）

（略解）(上式) - (下式) から y2 - x2 = 0 ∴  y = ±x

y = x のとき、 x2 = 36、 x = ±6、 y = ±6 （複号同順）

y = -x のとき、 9x2 = 36、x = ±2、 y = ∓ 2 （複号同順）

よって、 (x,y) = (6,6)、(-6,-6)、(2,-2)、(-2,2)

（本の解答では）二つは原理に従うが、二つは従わない。（とあり、どの二つか不明？）

15.38 次を解き、すべての解を与えよ。

x2 + 5y2 + 6z2 + 8(yz + zx + xy) = 36

6x2 + y2 + 5z2 + 8(yz + zx + xy) = 36

5x2 + 6y2 + z2 + 8(yz + zx + xy) = 36

（略解） （第一式) - (第二式） -5x2 + 4y2 + z2 = 0 x2 = y2 上式より y2 = z2

（第一式) - (第三式） -4x2 - y2 + 5z2 = 0 ∴ x2 = y2 = z2

（上式）×5 - （下式） -21x2 + 21y2 = 0
① x = y = z のとき、 (1,1,1) 、 (-1,-1,-1)
② -x = y = z (x=-y=-z) のとき、 (3,-3,-3) 、 (-3,3,3)
➂ x = -y = z (-x=y=-z) のとき、 (3,-3,3) 、 (-3,3,-3)
④ x = y = -z (-x=-y=z) のとき、 (3,3,-3) 、 (-3,-3,3)

15.48 （改題：自分流で適当にまとめた）＜正の整数 n の台形表示の数＞
　・・・ 3+4+5 　・ 1+2+3
 ・・・・  ・・
・・・・・ = 12 ・・・ = 6 ・・・・ 4 = 4

＜問題、解説など＞



「正の整数 n を、連続する正整数の和として表示する仕方の数を t(n) で表す」

（例） 10 = 1 + 2 + 3 + 4 2 通りで、 t(10) = 2

15 = 7 + 8 = 4 + 5 + 6 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 4 通りで、 t(15) = 4

問 台形表示の数 t(7) 、t(9) を求めよ。

（略解） 7 = 3 + 4 で　t(7) = 2 、 9 = 4 + 5 = 2 + 3 + 4 で　t(9) = 3

15.49 （改題：適当にまとめた）＜正の整数 n の r 行台形表示＞

n = a + (a+1) + (a+2) + ・・・ + (a+r-1) = r・(2a + r-1) / 2 ・・・(※) 

( r 個（行）の和：初項 a (正整数）、公差 1、連続 r 個の整数の和））

＜本の解答から参考になる事項をまとめる＞

 ⑴ （※）の分母を払って、 2n = r・(2a + r - 1)

 ⑵ ⑴の右辺の二つの因数は、r と 2a + r - 1 ( r ＜ 2a + r - 1 ) で

r が奇数なら 2a + r - 1 は偶数で、 r が偶数なら 2a + r - 1 は奇数。

 ⑶ 二つの因数の小さい方が r （和の個数（台形表示の行数））

 ⑷ n と r が与えられれば、a （初項）は一意的に決まる。

（ ⑵によって、二因数 r と 2a + r - 1 を考えることになる。）

問（検討課題として）－　本の解答から

 (A)  p が奇数の素数のとき　t(p) = 2

 (B) t(n) は整数 n の奇数の約数の数に等しい。

 (A) （略解） p = 2k - 1 = (k-1) + k より、t(p) = 2

 (B) （本の解答から）・・・t(n) は整数 n の奇数の約数の数に等しいという規則を発見する

 には・・・多少の鋭敏さが必要であるかも知れない。読者はこの規則を証明すべきである。

・・・として、⑴～⑷を示してはいるが、証明の記述はない。

問　＜次項の準備として＞　n = 2×3×5 = 30 として、t(30) について考察せよ。

（略解）30 の奇数の約数は、1、3、5、15 だから、t(30) = 4

2n = 60 = 1×60 = 3×20 = 4×15 = 5×12 （注）2×30 はともに偶数で不可

r = 1 60 = 1・(2a + 1-1) ∴　a = 30 で 30 = 30

r = 3 60 = 3・(2a + 3-1) ∴　a+1 = 10、a = 9 で 9+10+11 = 30

r = 4 60 = 4・(2a + 4-1) ∴　2a+3 = 15、a = 6 で 6+7+8+9 = 30

r = 5 60 = 5・(2a + 5-1) ∴　2a+4 = 12、a = 4 で 4+5+6+7+8 = 30

＜検討課題 (B) ＞ 「異なる二つの奇素数 p、q の積 p・q = n について t(n) は？」

（考察） ① n = p・q の約数は、1、p、q、pq だから　t(n) = t(pq) = 4

② （ ⑴、⑵の確認（ 2n = r・(2a + r - 1) 、r ＜ 2a + r - 1 ）)

　2n = 1・2pq = 2・pq = p・2q = 2p・q または q・2p　により、

r = 1 2a + 1-1 = 2pq、a = pq

r = 2 2a + 2-1 = pq、 a = (pq-1)/2、a+1 = (pq+1)/2 だから、(pq-1)/2 + (pq+1)/2 = pq

p 1 p 3

2 2 2 2

p 1

2 2

p 1 p 3 p 1

2 2 2 2 2 2

（ 次に、2p と q との大小について分けて考察）

(ｲ) q ＜ 2p のとき、r = q 、(r = p と同様に） q 個の和は、

q 1 q 3 q 1

2 2 2 2 2 2

(ﾛ) 2p ＜ q のとき、r = 2p

q 1 q 3

2 2 2 2

q 1

2 2

q 1 q 3 q 1

2 2 2 2 2 2

＜残る課題として＞ 「(B) t(n) は整数 n の奇数の約数の数に等しい。」 の一般的な考察
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